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§ 3. Различные формы записи комплексных чисел. 
Операции над комплексными числами 

 
  1. Алгебраическая и тригонометрическая формы комплексного 
числа. Запись комплексного числа z  в виде bia +  называется алгеб-
раической формой комплексного числа. 
  Рассмотрим другие формы записи комплексных чисел. Пусть r – мо-
дуль, а ϕ  – какой-либо из аргументов комплексного числа , 

то есть 

ibaz +=

,22 baibar +=+=  ).arg( iba +=ϕ  Тогда из формулы (5) 
следует, что ,sin ,cos ϕϕ rbra ==  и, значит,  
                                       ).sin(cos ϕϕ irbia +=+  
  Запись комплексного числа в виде )sin(cos ϕϕ ir +  называется три-
гонометрической формой. 
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  Тригонометрическая форма записи комплексных чисел во многих 
случаях оказывается более удобной, чем алгебраическая. 
  Для того, чтобы перейти от алгебраической формы комплексного чис-
ла  к тригонометрической, достаточно найти его модуль и один 
из аргументов. 

bia +

  Пример 7. Записать число iz −= 3  в тригонометрической форме. 

  Находим модуль .24)1()3( 22 ==−+== zr  

  Находим один из аргументов; так как Re 3 0,  Im 1 0,z z= > = − <  
то число i−3  лежит в IV четверти. Поэтому надо найти такое реше-

ние уравнения ,
3
1tg −

=ϕ  которое является углом в IV четверти, т.е. 

.
6

11πϕ =   Таким образом, .
6

11sin
6

11cos23 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=−

ππ ii  

Пример 8.  Записать число в тригонометрической форме: 
31 cos 2 sin 2 , .
2

z i πα α π α⎛ ⎞= + − < <⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Решение.   

( )2 22 2 21 cos 2 sin 2 1 2cos 2 cos 2 sin 2r z 2α α α α= = + + = + + + α =  
22 2cos 2 4cos ;α α= + =  отсюда 2cosz α= −  (т. к. α −  угол третьей 

четверти). 

( ) ( )2

sin 2 2sin cosarg ,
1 cos 2 2cos

tg z tg tgα α α α α
α α

= − = − = − = −
+

 откуда 

arg .z kα π= − +  

Так как à1 cos 2 0, sin 2 0,α α+ > − <  то число  лежит в четвертой 
четверти, и в качестве аргумента можно выбрать arg

z
.z π α= −  

Итак, ( ) ( )( )2cos cos sin .z iα π α π α= − ⋅ − + −  

  2. Умножение и деление комплексных чисел в тригонометриче-
ской форме.  
Пусть   1 1 1 1 2 2 2 2(cos sin ),   (cos sin ).z r i z r iϕ ϕ ϕ ϕ= + = +  

Тогда  1 2z z = 1 2 1 2 1 2 1 2(cos cos sin sin (cos sinr r iϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ− + ⋅ +  
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               2 1cos sin ))ϕ ϕ+ = 1 2 1 2 1 2(cos( ) sin( )).r r iϕ ϕ ϕ ϕ+ + +                 (6) 
  Таким образом, модуль произведения двух комплексных чисел равен 
произведению модулей сомножителей, а сумма аргументов сомножи-
телей является аргументом произведения. 
  Пусть ,02 ≠z  тогда  

=
−+
−+

=
+
+

=
)sin(cos)sin(cos
)sin(cos)sin(cos

)sin(cos
)sin(cos

222222

222111

222

111

2

1

ϕϕϕϕ
ϕϕϕϕ

ϕϕ
ϕϕ

irir
irir

ir
ir

z
z

  

1 1
1 1 2 2 1 2 1

2 2

(cos sin )(cos sin ) (cos( ) sin( )).r ri i i
r r 2ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ= + − = − + −   (7) 

  Таким образом, модуль частного двух комплексных чисел равен част-
ному модулей делимого и делителя, а разность аргументов делимого и 
делителя является аргументом частного. 
  3. Возведение в степень и извлечение корня. Формула (6) для произ-
ведения двух комплексных чисел может быть обобщена на случай n 
сомножителей. Используя метод математической индукции, нетрудно 
показать, что если nϕϕϕ ..., , , 21  – аргументы чисел  соот-
ветственно, то 

nzzz  ..., , , 21

),...arg( 21321 nn zzz=+⋅⋅⋅+++ ϕϕϕϕ  
                                       ....... 2121 nn zzzzzz =    
  Отсюда, как частный случай, получается формула, дающая правило 
возведения комплексного числа )sin(cos ϕϕ ir +  в целую положи-
тельную степень: 
                                 (8) ).sin(cos))sin(cos( ϕϕϕϕ ninrirz nnn +=+=
  Таким образом, при возведении комплексного числа в степень с нату-
ральным показателем его модуль возводится в степень с тем же пока-
зателем, а аргумент умножается на показатель степени. 
  Формула (8) называют первой формулой Муавра. 
  Пример 9. Найти 11z , если .1 iz −=        

  Так  как  ,21 =− i   а  одним  из  аргументов  является  
4
πϕ −=  (см.  

пример 5), то  

                                .
4

sin
4

cos2 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

ππ iz  

  Следовательно, применяя формулу (8), получим 
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1111 11 211 11 3 3( 2) cos sin 2 cos sin
4 4 4 4

z i iπ π π π⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦
                    

).1(2)1(2
2
2

2
22 510

2
11

iii +−=+−=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−=  

 Пример 10. Вычислите сумму 
( ) ( ) ( )sin sin sin 2 sin .B nϕ ϕ α ϕ α ϕ α= + + + + + + +…   

Решение. Рассмотрим также сумму 
 ( ) ( ) ( )cos cos cos 2 cosA nϕ ϕ α ϕ α ϕ α= + + + + + + +…  и обозначим 

 .S A Bi= +
Тогда интересующая нас сумма B  есть мнимая часть числа  :S

Im .B S=  Преобразуем  :S
          ( ) ( ) ( )( )cos cos cos 2 cosS nϕ ϕ α ϕ α ϕ α= + + + + + + +… +  

                ( ) ( ) ( )( )sin sin sin 2 sini nϕ ϕ α ϕ α ϕ α+ + + + + + + =  

    
( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )
cos sin cos sin

cos 2 sin 2 ... (cos sin ).

i i

i n i

ϕ α ϕ α ϕ α

nϕ α ϕ α ϕ α ϕ

= + + + + + +

+ + + + + + + + + α
 

Воспользовавшись первой формулой Муавра, получаем: 
( ) ( )( ) ( )cos sin cos sin cos sin cos sinS i i i iϕ ϕ ϕ ϕ α α ϕ= + + + + + +

( ) ( )( )2 4cos sin cos sin cos sin .i i i

ϕ ⋅

α α ϕ ϕ α α⋅ + + + + +…  
Обозначим 0 0cos sin , cos sin .z i iϕ ϕ ω α α= + = +  

Тогда ( )2 2
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 01 .n nS z z z z zω ω ω ω ω ω= + + + + = + + + +… …  

Используя формулу для суммы геометрической прогрессии, получаем: 
1

0
0

0

1.
1

n

S z ω
ω

+ −
= ⋅

−
 

Чтобы выделить мнимую часть числа, домножим дробь на сопряжен-
ное. 

( )( )
( )( )

1 1 1
0 0 0 0 0 0

0 0
0 0 0 00 0

1 1 1.
11 1

n n n

S z z
ω ω ω ω ω ω

ω ω ω ωω ω

+ + +− − ⋅ − − +
= ⋅ = ⋅

− − +− −
 

Заметим, что  
2

0 0 0 0 01; 2cos .ω ω ω ω ω α⋅ = = + =  Тогда 
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( )

1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 2

1
2 2cos 4sin 2

n n n nz z z zS z ω ω ω ω ω ω
α α

+ +− − + − − +
= ⋅ = =

−
 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )cos sin cos 1 sin 1n i n n i nϕ α ϕ α ϕ α ϕ α= + + + − + + − + +⎡⎣
( ) ( )

−

] ( )2cos sin cos sin 4sin 2 .i iϕ α ϕ α ϕ ϕ α− − − − + +  
Выделяем мнимую часть  :S

( ) ( )( ) ( )
( )2

sin sin 1 sin sin
Im

4sin 2
n n

S
ϕ α ϕ α ϕ α ϕ

α
+ − + + − − +

= =  

( )( ) ( ) ( ) ( )

( )2

1 1
2sin cos 2sin cos

2 2 2
4sin 2

n n n nϕ α ϕ α ϕ α ϕ α ϕ ϕ α ϕ ϕ α

α

+ − + + + + + + − − + −
+

= =2

( )2

2 1 2 12sin cos 2sin cos cos cos
2 2 2 2 2 2

4sin 2 2sin 2

n nα α α αϕ α ϕ ϕ ϕ α

α α

+ +⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + + − − − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠= = =

2 1 2 1
2 2 2 22sin sin

2 2

2sin 2

n nα αϕ ϕ α ϕ ϕ α

α

⎛ + ⎞ ⎛ + ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − + − + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎜ ⎟ ⎜ ⎟−
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠= =  

( )1
sin sin

2 2 .
sin 2

n nα αϕ

α

+ ⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠=  

Перейдем к операции извлечения корня данной степени из комплексно-
го числа. 
  Число z  называется корнем степени п, ∈n ℕ из числа ω  (обознача-
ется n ω ), если  .ω=nz
  Таким образом, для того, чтобы извлечь корень степени п, ℕ  из 
числа  

∈n
ω , достаточно решить уравнение   .ω=nz

  Если ,0=ω  то при любом п уравнение  имеет одно и только 
одно решение  

0=nz
.0=z

  Пусть теперь .0≠ω  Представим z  и ω  в тригонометрической фор-
ме: 
                 ),sin(cos ϕϕ irz +=        ).sin(cos 000 ϕϕω ir +=  
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Тогда уравнение  примет вид ω=nz
                          ).sin(cos))sin(cos( 000 ϕϕϕϕ irir n +=+
  Два комплексных числа равны тогда и только тогда, когда равны их 
модули, а аргументы отличаются на число, кратное .2π  Следовательно, 
                             ℤ ∈+== kknrr n    ,2       , 00 πϕϕ
или 

                             ∈+== kk
nn

rr n   ,2        , 0
0

πϕϕ ℤ.  

  Таким образом, все решения уравнения   даются формулой ω=nz

                    ,2sin2cos 00
0 ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += k

nn
ik

nn
rz n

k
πϕπϕ

 

                                              ).1( ..., 1, ,0 −= nk                                         (9) 
  В самом деле, придавая числу k в формуле (9) целые значения, отлич-
ные от 0, 1, ..., (п-1), мы не получим других комплексных чисел. На-
пример, при  получаем nk =

                     =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += k

n
ik

n
rz n

n π
ϕ

π
ϕ

2sin2cos 00
0  

                                 ω
ϕϕ

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

n
i

n
rn 00

0 sincos . 

  Формула (9) называется второй формулой Муавра. 
  Таким образом, если ,0≠ω  то существует ровно п корней степени п 
из числа ω : все они содержатся в формуле (9). 
  В частности, если то уравнение  имеет два корня: ,2=n ω=2z

                                   ,
2

sin
2

cos 00
01 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

ϕϕ
irz  

                         ,
2

sin
2

cos 1
00

02 zirz −=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += π

ϕ
π

ϕ
 

то есть эти корни симметричны относительно начала координат. 
  Также из формулы (9) нетрудно получить, что если ℕ, то 
точки, изображающие все корни уравнения  являются верши-
нами правильного п-угольника, вписанного в окружность с центром в 
точке  и радиусом 

∈≥ nn  ,3
,ω=nz

0=z .n ω  
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  Пример 11. Найти все значения .83 −  
  Запишем число 8−=ω  в тригонометрической форме: 
                                     ).sin(cos88 ππω i+=−=  
  Применяя формулу (9), получаем 

                  2. 1, ,0  ,
3

2
3

sin
3

2
3

cos2 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += kkikzk

ππππ
 

  Следовательно,  ,31
3

sin
3

cos20 iiz +=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

ππ
 

,2)sin(cos21 −=+= ππ iz  

2
5 52 cos sin 1 3 .
3 3

z i iπ π⎛ ⎞= + = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

      

  Точки, соответствующие числам 
, находятся в вершинах 

правильного треугольника, вписан-
ного в окружность радиуса 2 с цен-
тром в точке  (см. рис. 10).                                

210  , , zzz

0=z
  Из сказанного выше видно, что 
символ n ω  не имеет однозначного                        Рис. 10 
смысла. Поэтому,  употребляя  его, следует  четко  представлять   себе, 
что под этим символом подразумевается. Например, используя запись 

1− , следует позаботиться о том, чтобы было ясно, понимается ли под 
этим символом пара комплексных чисел  i  и  –i, или одно, и, если одно,                                               
то какое именно. 
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